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  دايره

ي معين را شعاع هي معين واقع شده باشد نقطه ثابت رامركز دايره و فاصلاي ثابت به فاصلهمكان هندسي نقطه

  .گوينددايره مي

C ( O , R ) 

 

 

  هانكته

  :دايره نسبت به هم وضعيت نقطه و- 1

 :باشد   dبرابر  C(0,R)ي از مركز دايره Mي كنيم فاصله ي نقطهفرض مي

 

 

 

 .نقطه خارج دايره است (d > R)باشد  Rبزرگتر از  dاگر  -

 .نقطه روي دايره است (d = R)باشد  Rمساوي  dاگر  -

 .نقطه درون دايره است  (d < R)باشد Rكوچكتر از  dاگر  -

 .باشد نقطه بر مركز دايره واقع است  d = 0اگر  -

  

 

قطع  Bو  Aرا وصل كرده ، امتداد دهيم تا دايره را در نقاط   C(0,R)ي را اگر به مركز دايره  Mنقطه  - 2

  .گويندمي  Mي دايره تا را دورترين نقطه Bو  Mي دايره تا را نزديكترين نقطه Aكند، 

  

 

  شعاع دايره

  مركز دايره

R 
M 

d 

O 
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AB = MR - MA          

 

2R = MB - MA  

     

  سانتيمتر است، شعاع دايره چقدر است؟ 8و  4ترتيب ي بهتا دايره Aنزديكترين و دورترين فاصله نقطه : مثال

2R = 8 – 4              2R = 4                R= 2 

 

  :وضعيت خط و دايره نسبت به هم - 3

  :باشد  dبرابر  ∆از خط   C(0, R)كنيم فاصله مركز دايره ميفرض 

  

 .باشد، خط را خارج دايره گويند  d > Rاگر -

 
 خط مماس در .( باشد، خط را مماس بر دايره گويند  d = Rاگر  -

  .)ي تماس برشعاع دايره عمود استنقطه

  

 .گويندباشد خط و دايره را متقاطع مي d < Rاگر  -

 
 .گذرديباشد، خط بر مركز دايره م d = 0اگر  -
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  :مثال


	س �� دا���  PTسانتيمتر است،اگر  18و 2به ترتيب   C(0,R)ازدايره  Pنزديكترين و دورترين فاصله نقطه �


ل �
	س � ��	�PT  ���� ��	�� وOPT ر ا�� ؟���  

  

                                                   PB = ١٨ cm 

                                                   PA = ٢ cm 

                                                  ٢R = ١٦ = ٢ – ١٨          R = ٨ cm 

                                                  PT٢ + OT٢ = OP٢ 

                                                                        PT١٠٢ = ٨٢ + ٢                  PT٦٤ – ١٠٠ = ٢ 

                                                  PT٣٦ = ٢         PT = ٦  

                                                   S = ١/٢ × 8 × ٢٤ = ٦           S = ٢٤ 

  

  :وضعيت دو دايره نسبت به هم  - 4

  :گيريم در نظر مي  'd = OOو   'R > Rرا با فرض   C'(O',R')و  C(O,R)دو دا��� 

  

 .گويندباشد در دايره را متخارج مي  'd > R + Rاگر  - 1

               

  

  

  

 .باشد دو دايره را مماس خارج گويند   'd = R + Rاگر  - 2
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 .باشد، دو دايره را مماس داخل گويند  'd = R - Rاگر  - 3

 

 

 

 

 .باشد ، دو دايره را متقاطع گويند   'R - R'  < d < R + Rاگر  - 4

 

 

 

 

  

 .دايره را متداخل گويند دو  'd < R - Rاگر  - 5

                   

  

  

  

  

 .باشد دو دايره را هم مركز گويند  d = 0راگ - 6
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دو دايره نسبت به هم چه وضعيتي . است 2√المركزين ، وطول خط2در دو دايره تفاضل دو شعاع : مثال

  دارند؟

R - R' = 2                          d < R - R'          

   d = √2  :متداخل                               

  

  ) :بسيار مهم(مثال

R1 = 2√2 R2= √2  1 +هايدر دو دايره به شعاع + دو دايره نسبت به . است 2√المركزين خط و 1

  هم چه وضعي دارند؟

d = √2 

R1 – R2 = (2√2 + 1) − �√2 + 1� = 2√2 + 1 − √2 − 1 = √2      d = R1 - R2       

  

  

  .ها با هم برابرنددو مماس بر دايره رسم كنيم طول مماس C(0,R)خارج دايره  Mاگر از نقطه : نكته

  

  :را بيابيد  ACي ضلع با توجه به شكل اندازه: مثال 

                               
                                                     BQ = BR = 4 

                                                    AQ = 15 – 4 

                                                    AP = 11 

                                                    CP = CR = 8                 AC = 11 + 8 = 19 
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  :تعريف وتر 

  .كند بهم وصل ميي متمايز از دايره را پاره خطي است كه دو نقطه

                                     
 
 
  

  

  :ريف كمان عت

  .گوينديك كمان ميكند كه هر قسمت را هر وتر دايره را به دو قسمت تقسيم مي

 ADBو    AB:       مانند 

 
  :ي مركزي تعريف زاويه

  .از دايره باشدهايي هايش شعاعاش مركز دايره و ضلعاي كه راسزاويه

  .روي آن بهي كمان روي هر زاويه مركزي برابر است با اندازهبنا به قرارداد اندازه

  

                                                                         
                                                  
                                                 AB = α^    

 
 
 
 
 

  : مثال 

MTو  MTدو مماس  Mي از نقطه   :ايم ثابت كنيد رسم كرده C(0,R)را بر دايره   '
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MT = MT.   (برابرندها با هم طول مماس) الف ' 
(  

T = T' = 90 

OT = OT' = R          OTM ≡ OT'M                   MT = MT' 

OM = OM   

 

TMT نيمساز زواياي OM) ب   :است 'TOTو '

OTM ≡ OT'M           O١ =O٢ 

                                                   M١ = M٢ 

 

  

  :است  'TTعمود منصف   OM )ج

MTTو  'OTTالساقين براي دو مثلث متساوي چون نيمساز زواياي راس بوده بنابر اين در حكم  OMخط  '

  .خواهد بود 'TTي مشترك يعني منصف قاعدهعمود

  ).منصف استالساقين در حكم عمودنيمساز در مثلث متساوي(

  

               R2 = OH . OM  )د

  :گيريم را در نظر مي OTMو  OTH هايمثلث

  

O1 = T1                             OTH ~ OTM                   
��

��
=  

��

��
   

H1 = T = 90                
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OH . OM = OT . OT                         OH . OM = OT2  

  

    OH . HM 4 = ٢′��) و

 :گيريم را در نظر مي THMو   OTHهاي مثلث

 

 

O1 + T1 = 90                      O1 = T2 

T1+ T2 = 90                        H1 = H2 = 90                           OTH ~ THM 

��

��
=

��

��
           TH٢ = OH . HM 

                             (
١

٢
 TT′)٢= OH . HM  

                            
١

٤
 TT′٢ = ��.��                         TT′٢ = ٤ �� .�� 

 

         TT' . OM  =2 R . MT) ه

 : گيريمرا در نظر مي  OTMو   THMهاي مثلث

 

M1 = M2 

T = H2 = 90                         THM ~ TOM                   
��

��
=

��

��
 

 TH . OM = OT .MT        ½ TT' . OM = R . MT  

                        TT' . OM = ٢ R . MT 

R٢ =  OH .OM 
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  .كند هاي نظير آن را نصف ميدر هر دايره قطر عمود بر وتر ، آن وتر و كمان: قضيه 

    AB    CD: فرض 

          AH = BH   ,    AC = BC   ,     AD = BD: حكم 

  

  .كنيموصل مي  Bو  Aرا به نقاط  O: برهان 

در حكم ارتفاع وارد بر قاعده  OHالساقين بوده و متساوي OABشود مثلث نتيجه مي OA = OB = Rاز 

  :بنابراين . است

                     AH = BH:در حكم ميانه است : اولاَ 

  .ي راس استدر حكم نيمساز زاويه: ثانياَ 

O1 = O2                  AC = BC 

  .قطر دايره است CDچون 

  ).دانيم قطر دايره را به دو قسمت مساوي تقسيم ميكند مي( 

CAD = CBD 

-AC = BC 

AD = BD 

                                          AD = BD 
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  .برعكس هاي مساوي با هم برابرند و كمانهاي نظير وتر: قضيه 

 'AB = A'B: فرض 

 'AB = A'B: حكم 

 

  :كنيم وصل مي   'A, B, A', Bرا به نقاط  O:  برهان

OA = OA' = R 

OB = OB' = R                     OAB ≡ OA'B'        O١ = O٢            AB = A'B'        

AB = A'B'    

  

  :عكس قضيه 

 'AB = A'B:    فرض 

 )وتر (     'AB = A'B:  حكم 

AP = A'B'       O1 = O2 

 OA = OA' = R                             OAB ≡ OA'B'           AB = A'B' 

 OB = OB' = R  

  

  .اند و برعكس به يك فاصلهدر هر دايره وترهاي مساوي از مركز دايره : قضيه 

 B'    'AB =A: فرض 

     'OH = OH: حكم 

 

A A
' 
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B 
B

' 

ضضض  

) زاويه مركزي(   

ضزض  

B B
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  :كنيم وصل مي   B'  , A' ,  B  , Aرا به نقاط  O: برهان 

OA = OA' = R 

OB = OB' = R                  OAB ≡ OA'B'           OH = OH' 

AB = A'B' 

  

  .وترهايي كه از مركز به يك فاصله باشند با هم برابرند: عكس قضيه 

   'OH = OH: فرض 

 'AB = A'B: حكم 

 :گيريم را در نظر مي 'OA'Hو   OAH هايمثلث

H = H' =90 

OH = OH'                     OAH ≡ OA'H'       AH  = A'H'             ١/٢AB=١/٢A ' 

OA= OA'=R                            AB = A'B' 

  

  : قضيه 

  .از دو وتر نابرابر آنكه بزرگتر است به مركز دايره نزديكتر است و برعكس 

AB = L  ,   A'B' = L'    ,  OH = d     ,  OH' = d' 

L > L:  فرض '    

 'd < d     :حكم 
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  :بنا به رابطه فيثاغورس خواهيم داشت  كنيموصل مي 'Bو   Bرا به   o: برهان 

OBH :  BH2 + OH2 = OB2      (1/2L)2 + d2 = R2         1/4 L2 + d2 = R2                1 

OB'H' : B'H'2 + OH'2 = OB'2   (1/2L')٢ + d'٢ = R١/٤       ٢L'٢ + d'٢ = R٢                 ٢ 

١/٤   ١L٢ + d١/٤ = ٢ L'٢ + d'١/٤                                  ٢L١/٤ – ٢L'٢ = d'٢ – d٢و٣               ٢  

 

 :  L > L'                  L٢ > L'١/٤                    ٢L١/٤ < ٢L'٢ 

 

                              ١/٤L١/٤ – ٢L'٠ < ٢    

 

٣      d'٢ – d٠ <  ٢                d'٢ > d٢                              d' > d 

 

  : عكس قضيه 

       'd < d: فرض 

       'L > L: حكم 

           L> L'        L = L'                d = d' : 

                   L < L'                d > d' 

  

  :  دايره محاطي

 .شود كه بر اضلاع يك چند ضلعي مماس باشداي گفته ميبه دايره

    

   

 ��ه�ن ���

 اگر فرض خلف

L > L' 
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گذرد، چند ضلعي محيطي ي محاطي مماس بر اضلاع آن ميبه چند ضلعي كه دايره:  محيطيچند ضلعي 

  .شودگفته مي

  

  : دايره محاطي مثلث

ها از سه ضلع مثلث به يك فاصله ي همرسي آنو نقطه. ميدانيم سه نيمساز زواياي داخلي هر مثلث همرسند 

  .      "OH = OH' = OH.    است

بر سه ضلع مثلث   H" ,  H'  , Hاي رسم كنيم اين دايره در نقاط دايره  OHو شعاع   Oبنابراين اگر به مركز 

  .گوينداين دايره را دايره محاطي دروني مثلث مي. مماس خواهد بود 

 

 

    

  

  

 OH = OH' =OH"                      � =

�

�
 

  

  

  

  .هر مثلث فقط يك دايره محاطي دروني دارد: نكته 

  .هر مثلث سه دايره محاطي خارجي دارد: نكته 

  

A 

H 

H" 

H'

B 

C 

 مساحت مثلث

محيط مثلثنصف   

� =  
٢

� + �
����(� −    Aساز دروني ي نيماندازه (�

o 
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  : چهار ضلعي محيطي

  .خاصيت زير را داشته باشدچهار ضلعي را محيطي گويند هرگاه 

  .ضلع مقابل برابر است با مجموع دو ضلع ديگر 2در هر چهارضلعي محيطي مجموع : قضيه 

     AB + DC = AD + BC:     حكم  

 

  .ها برابرنداي خارج دايره دو مماس رسم شود طول مماساگر از نقطه: دانيم مي

  

AN = AE 

DN = DM 

BF = BE  

CF = CM     + 

 

(AN + DN ) + ( BF + FC ) = ( AF + EB ) + ( CM + MD ) 

     AD         +        BC       =      AB           +       CD 

 

  :تعريف زاويه محاطي 

 . اي است كه راس آن روي دايره و اضلاعش وترهايي از دايره باشندزاويه
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  :قضيه 

 .روي آن كمان روبهاندازه ي هر زاويه محاطي برابر است با نصف نشان دهيد اندازه

  :كنيم قضيه را در سه حالت اثبات مي

  .ي محاطي قطر دايره باشديك ضلع زاويه: حالت اول 

 .كنيموصل مي  Bي را به نقطه O: برهان 

OAB   :       OA = OB         A = B 

                    O1= A + B       O1= 2A 

  مجموع دو زاويه داخلي غير مجاور: زاويه خارجي 

              O1 = BC                    2A = BC              A = 1/2 BC  

  :حالت دوم 

  .ي محاطي باشدزاويهمركز دايره درون 

 :كنيم بنا به حالت اول خواهيم داشت را رسم مي ADقطر : برهان 

 

 

 

A1 = 1/2BD 

A2 = 1/2DC 

A = A1 + A2 = ½( BD +DC )                         A = 1/2BC 

  .ي محاطي باشدمركز دايره خارج زاويه: حالت سوم 

  

O 

A 

B 

C 

 زاويه مركزي
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B 

D 

C 
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 :كنيم بنا به حالت اول خواهيم داشت رارسم مي ADقطر : برهان 

                                      A1 = 1/2BD 

                                      A2 = CAD =1/2CD 

                                      A = A1 - A2 = 1/2BD -1/2CD = ½(BD –CD) = 1/2BC 

 

 چقدر است ؟ Aي ي زاويهاندازه. است A + O = 165°در شكل مقابل : مثال 

 

                                         A = 1/2BC 

                                         O = BC  

  °                        A + O = 165             A+ 2A = 165    

                       A = 165/3  = 55°        A = 55° 

  :مثال 

  چقدر است ؟ Aي با توجه به شكل اندازه

                      

                                                    x + 2x + 3x = 360           x = 360/6       x = 60 

                                                    A = 1/2 × 3x = 1/2×3×60 = 90    

                                                              A = 90 

  :مثال 

  چقدر است ؟ ABباشد، اندازه كمان  A A = 40° يقطر دايره و زاويه  ACاگر 

  

A 

B 

C D 

B 

C 

A 

O = ٢A 
  محاطي

 مركزي

  بنا به فرض

x 
٢x 

٣x 

A 
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                                          A = 40          A =1/2 BC          BC = 2×40 = 80 

                                         AB+ BC = 180        AB = 180 – 80  

                                                          AB = 100 

 

 R√2تا مركز دايره  Aي رسم شده است ، اگر فاصله Rدو مماس بر دايره به شعاع  Aاز نقطه : مثال 

  ي بين دو مماس چقدر است ؟شد،زاويهبا

                                                                            A1 = A2        A= 2A1   

                                                                             sin�1 =
�

�√2
=

1

√2
=

√2

2
 

                                                                         A1 = 45°          TAT' = 90° 

 

، طول وتري از دايره بزرگتر بر دايره كوچكتر مماس باشد اندمفروض 2و 1هاي مركز به شعاعدو دايره هم: مثال

 چقدر است ؟

                                      OA2 = OM2 + AM2 

                                      22 = 12 + AM2           4 = 1 + AM2 

                                      AM2 = 3          AM =√3 

                                     AB = 2AM =2√3                         AB = 2√3 
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  :چند ضلعي محاطي 

-بر روس چند ضلعي ميكه اي به دايره.شود كه همه روس آن بر محيط دايره واقع باشدبه چند ضلعي گفته مي

  .شودگذرد دايره محيطي چند ضلعي گفته مي

   

 

 

 

  : دايره محيطي مثلث

  :ها از سه راس مثلث به يك اندازه است ي همرسي آنونقطه. عمودمنصف اضلاع هر مثلث همرسنددانيم سه مي

OA = OB = OC   بنابراين اگر به مركزO  و شعاعOA اي رسم كنيم اين دايره بر سه راس مثلث ميدايره-

  .گويندي محيطي مثلث ميگذرد و به آن دايره

                            

                                                        OA = OB = OC = R 

 

 

  .ي محيطي داردهر مثلث فقط يك دايره: نكته 

                                 � =

���

٤�
 

  :چهارضلعي محاطي 

چهارضلعي را محاطي گويند هرگاه خاصيت زير را داشته .دايره محيطي ندارندها برعكس مثلث همه چهارضلعي

  :باشد 
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  :قضيه مهم 

  .رو مكمل يكديگرنددر هر چهارضلعي محاطي زواياي روبه

  .محاطي است  ABCD: فرض 

 A + C = 180: حكم 

   B + D = 180         

  :    برهان 

A = 1/2BCD 

C = 1/2BAD 

A + C = 1/2×360 = 180 

B + D = 180 

 

  :عكس قضيه 

  .رويش مكمل هم باشند محاطي استچهارضلعي كه زواياي روبه

 A + C = 180:فرض 

B + D = 180         

     

  .محاطي است   ABCD: حكم 

نگذرد در اين صورت  Dي كنيم اين دايره از نقطهفرض مي. كنيم را رسم مي  ABCي محيطي مثلث دايره

CD ي ي محيطي مثلث از نقطهدهيم تا دايرهرا امتداد ميD'  قطع نمايد و چهارضلعيABCD'  محاطي

 . خواهد بود

A 

D 
B 

C 

B 

C 

A 

D' 
D 
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                B + D' = 180 

                B + D = 180 

ADD'    D > D' 

  ABCي محيطي مثلث گيريم دايرهدو نتيجه بدست آمده چون با هم در تناقض هستند بنابراين نتيجه مي

 .گذردمي  Dي حتماَ از نقطه

 و   CB = 2xاگر . بر دايره مماس است ATعمود است و  ABبر وتر  CDدر شكل مقابل قطر : مثال 

AD = 3x + 10  و°TAB = y  آنگاهx  وy  را محاسبه كنيد:    

  

 

 

  :را بدست آوريد  yو xمقدار : مثال 

  

                                                   2x + 3x +4x = 360 

                                                    9x = 360      x= 40 

    A = 1/2BC           y= 1/2BC 

   Y = 1/2×4x =1/2×4×40 = 80          y = 80 

  

 

 

����� �� ��� 

��ض �� ��� 
D = D' ١ 

٢ 

B 

C 

A 

M 

٣x+١٠ 

٢x 

A 

٢x 
٣x 

B C 

٤x 

y 
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  : زاويه ظلي

دايره  شود كه راس آن بر محيط دايره، يك ضلعش مماس بر دايره و ضلع ديگرش وتري ازاي گفته ميبه زاويه

  .باشد 

  

  

  

  .روي آن نشان دهيد اندازه زاويه ظلي برابر است با نصف كمان روبه: قضيه 

  

    زاويه ظلي T1: فرض 

   T1 = 1/2TB: حكم 

 

  .كنيموصل مي Bرا به   Dرا رسم كرده و  TDقطر : برهان 

B = 1/2TD = 1/2×180 = 90       B= 90 

TBD :   B=90   T2 + D = 90 

XT    TD     T1 + T2 = 90    

  

  چقدر است ؟ BCي كمان اندازه. جه استدر 50برابر  Aدر شكل زير زاويه ظلي : مثال 

  :حل

                                          A1= 90 – 50 = 40 

T 
x 

O 

B 

D 

T١= D = ١/٢TB 
 ظلي

 محاطي

٥٠ 

A 

C 

B 
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                                         A1=1/2BC       BC = 80 

 

 

ي ي زاويه، اندازه αباشد، مقدار  3α+33برابر  ATاندازه كمان  2α- 6برابر   ATXي ظلي اگر زاويه: مثال 

ATX چقدر است ؟  

                                                                ATX =1/2AT 

                                                                2α – 6 =1/2(3α+33) 

                                                                4α -12 = 3α + 33                   α = 45 

                                    ATX = 2α – 6 = 2×45 -6 = 84° 

 

* * زاو�(ا)�از� ١٤٠ = C   ،ACي مماس بر دايره در نقطه CTو  AB = ACرو  در شكل روبه: مثال 

BCT   �+�	+� را : 

                                         AB = AC       AB = AC 

                                        AB = AC = ١٤٠ 

                                         BC= ٨٠ = ١٤٠×٢ - ٣٦٠ 

                                         BCT = ½ BC = ٤٠ = ٨٠×١/٢ 

 

  :را در شكل زير بيابيد  xمقدار : مثال 

                                        X = 1/2BC =1/2×190=95 

                                       BC= 360-(100+70) = 360 – 170 = 90 

                                                   X= 95 

 !�"# 

T 

x 

A 

D 

٣α+٣٣ 

٢α-٦ 

C 

T 

B 

A 
١٤٠ 

C B 

١٠٠ 

A 

٧٠ 

x 
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  : αي كمان درخور زاويه

  .گذردي ثابت ميبوده و اضلاعش از دو نقطه αي برابر ي آن راس زاويهكماني است كه هر نقطه

كه از دو دايره گذرند كمانهايي ي ثابت ميكه اضلاعش از دو نقطه αاي برابر مكان هندسي راس زاويه: قضيه 

  . است 2αي متقابل به وتر مشتركشان برابر متساوي بوده كه زاويه

  

تشكيل α-90ي زاويه ABكنيم كه با خطي چنان رسم ميAرارسم پس از  ABخط ابتدا عمودمنصف پاره

  :قطع كرده و داريم  o يرا در نقطه ABدهد، اين خط عمودمنصف 

AoH = α 

  .گذردنيز مي Bي اي رسم كنيم اين دايره از نقطهدايره OAوشعاع  oاگر به مركز 

  .در حكم ارتفاع است OHالساقين بوده و متساوي OABوچون 

  .ي راس باشدتواند نيمساز زاويهبنابراين مي

O1 = O2= α 

AoB = ٢α                        AB = ٢α 

                                          هر نقطه مانند مكان هندسي مورد نظر است زيرا ADBكمان بزرگتر يعني 

M گيريم و بهرا روي آن در نظر ميA وB وصل كنيم                                                                    

  .شودايجاد مي AB= 2αي محاطي مقابل به يك زاويه

  

  

A 

  
α

α 

α 

α 

B 
d 

o 

٩٠-α 

٩٠-α 

H 

o' 

α 

 عمودمنصف

D 
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  :است زيرا  α-180ي كمان كوچكتر ، كمان درخور زاويه:  1نكته 

AB = 2α                         ADB = 360 - 2α 

  .وصل كنيم B و Aرا روي كمان كوچكتر در نظر بگيريم و آن را به  Pحال اگر هر نقطه مانند 

  .شودايجاد مي ADBي محاطي مقابل به كماني يك زاويهيك زاويه

APB = 1/2ADB = ½(360 - 2α) = 180-α 

  .باشدنمي  α-180و αجزو هيچكدام از كمان درخورهاي  Bو Aنقاط :  2نكته 

  .باشدقطر دايره مي ABكماني از دايره است بطوريكه  90كمان درخور زاويه :  3نكته 

   

  

  

  .آيدي زير بدست ميبخشي از آن است از رابطه αاي كه كمان درخور شعاع دايره:  4نكته 

OAH : sin ∝ =
��

	�
               sin ∝ =

1/2�


�
 

R = 
�


2 ��
∝
         

  :آوريم ي زير بدست ميرا از رابطه ABي مركز دايره از وتر فاصله:  5نكته 

tan ∝ =
��

	�
                      tan ∝ =

1/2�


�
               	 =

�


2 ��
∝
  

  

  : مفروض است   3cmبه طول  ABخط پاره: مثال 

A B 

M 

١٨٠ 

 '��ع
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  .رسم كنيدرا  °30ي كمان درخور زاويه: الف 

  چقدر است ؟ دايره كمان درخورشعاع : ب 

  )سهم(را پيدا كنيد  ABخط ي مركز اين دايره از پارهفاصله: ج

 

  

 

 

 

     
 =  
�


2 ��
 30
=  

3

2×1/2
= 3  

 

	 =
��

� �����
=

�

�×
√�

�

=
�

�√�
=

�√�

�
=

�√�

�
  

  

  :رسم كنيد  AM = 3cm و ميانه  A = 60° و BC = 4cmرا با معلوم بودن  ABCمثلث : مثال 

كنيم به مركز را رسم مي 60ي كنيم سپس كمان درخور زاويهرسم مي 4cmطول را به BCخط ابتدا پاره: حل 

M  3و به شعاع cm  ي را در نقطه  60ي كنيم تا كمان درخور زاويهميكماني رسمA  قطع كند مثلثABC 

  .ئاله استجواب مس

 

 

 

 

 

M 

o 

B 

R 

٣٠ 

٦٠ 
H 

A 
 d ا)� 

OH = d 

OA = R 

 ب

 ج

o 

A 

B C 

M 

٣٠ 
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  : بحث 

ع كند مسئله چهار طه قطرا در دو نق   60ي كمان درخور زاويه 3cmو شعاع  Mاگر كمان به مركز  )1

 ).چون دايره پاييني را بايد در نظر گرفت.(جواب دارد

 .مماس باشد مسئله دو جواب دارد 60ي بر كمان درخور زاويه 3cmو شعاع   Mاگر كمان به مركز  )2

 .را قطع نكند مسئله جواب ندارد 60ي كمان درخور زاويه 3cmو شعاع  Mاگر كمان به مركز  )3

  

  :رسم كنيد  AH=3cmو ارتفاع  A=80 يزاويه و BC=6cmرا با معلوم بودن ضلع  ABCمثلث : مثال 

  

  .كنيمرا رسم مي 80ي رسم نموده سپس كمان درخور زاويه 6cmرا به طول BCخط ابتدا پاره

  

 

 

 

بر آن وارد كنيم سپس از  3cmطول عمودي به BCكافي است در امتداد  Aبراي بدست آوردن راس

مثلث . قطع كند Aرا در 80ي كمان درخور زاويهكنيم تا رسم رسم مي BCانتهاي عمود، خطي موازي با 

ABCجواب مسئله است.  

  : بحث 

 .را در دو نقطه قطع كند مسئله چهار جواب دارد 80ي كمان درخور زاويه BCاگر خط موازي با )1

 .كمان درخور مماس باشد مسئله دو جواب دارد BCاگر خط موازي با )2

 .له جواب نداردكمان درخور را قطع نكند مسئ BCاگر خط موازي با )3

  

  

٣cm 

A A' 

B C H 

٨٠ 

١٠ 
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  : روابط زاويه 

ي بين دو وتر برابر با نصف مجموع ي زاويههر گاه دو وتر درون دايره متقاطع باشند، ثابت كنيد اندازه: قضيه 

  .دو كمان

  AA' ∩ BB' ={ M }         درون دايره  M: فرض 

                      M = ½(A'B'+AB): حكم      

   

  :كنيم وصل مي Bبه  'Aاز : برهان     

M = A'+B = 1/2AB+ 1/2A'B' = ½(AB +A'B') 

 .را بيابيد yو xمقادير : مثال 

  

                                                  X = ½(AB+A'B') 

                                                 X=1/2(50+70) = 120/2=60 

                                                 X = 60 

                        x+y=180               60+y=180            y=120 

  

هاي بين آن ي بين آنها برابر نسبت قدرمطلق تفاضل كمانهرگاه دو وتر برون دايره متقاطع باشند اندازه: قضيه 

  .دو وتر

'AAبرون دايره : فرض  ∩BB' ={ M}      M      

A' 

B 

B' 

A 

M 

B 

A 

٥٠ 

A' 

٧٠ 

B' 

M 

y 
x 

A' 
A 

M 

B B' 

١ 



 ا�
�د ������ن 
 

٢٨ 

 

     |M= ½|A'B'-AB: حكم   

  :بوده داريم  خارجي زاويه A1زاويه  'MABكنيم براي مثلثوصل مي 'Bرا به  A: برهان 

A1 = B' + M         M = A1-B' = 1/2A'B' – 1/2AB =1/2|A'B' – AB| 

 

هاي دو هاي دو زاويهاند اندازهجدا كرده 80و  30هاي اي كمانهاي به اندازهدو وتر عمود بر هم از دايره: مثال 

  ي درگير چقدر است ؟زاويه

                                                M1=1/2(AB +A'B') 

                                               90=1/2(30+y)           180 = 30+y 

                                                   Y=150 

                         Y+x+80+30=360           X= 360-150-80-30           x=100 

                                     

  : تمرين 

AMT:       ثابت كنيد  =
������

2
 

  

 :شود ايجاد مي T1ي وصل، زاويه Tبه Aاز : برهان 

                                            T1 = A+M        M= T1 – A = 1/2AT – 1/2A'T 

                                             M = ½(AT - A'T) 

  

       |'TMT' = ½ |TET' - TFT:ثابت كنيد :  تمرين 

A' 

٨٠ B 

٣٠ 
A 

M 

x 

B' 
y 

M 

A' 

A 

T 

١ 

M 

T 
F 

T' 

E 

١ 



 ا�
�د ������ن 
 

٢٩ 

 

  :شود داريم ايجاد مي T1ي كنيم و زاويهوصل مي 'Tبه  Tاز :   برهان 

 

 

T1 = M + T'       M = T1 - T'     

M = ½ TET' – ½ TFT' = ½ | TET' - TFT' | 

  

  : x,yي مطلوب است محاسبه:  مثال 

 

                                                                 

                                             

               70 = ½(x+y)                       x+y = 140             y=120 

               50=1/2(y-x)                        -x+y = 100              x=20 

 

  

  

   

  

     x+y=360                                      x+y=360                             x=242 

    ½(x-y)=62                                    x-y=124                               y=118 

  

M 
x 

A' 

A 

y 

B B' 

٥٠ ٧٠ 

x y 

P 

Q 

٦٢ M 

 ا)�

 ب
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  .را  Pي را محاسبه كنيد و زاويه  xدر هر يك از حالتهاي زير : مثال 

  

  

                                             

                                                            6x+28 = ½(9x+17+10x-10) 

                                                           12x+56 =19x +7               x=7 

                                                        P= 6x+28=6x(7)+28=42+28=70  

  

  

                                                      7x+5 = ½(x+87+2x) 

                                                     14x+10=x+87+2x 

                                                            X= 7 

                                         P= 7x+5=7(7)+5 = 49+5 = 54°  

  

  

  :  ٧٤* تمرين صفحه

 -��
.٧ :  

    DIANا123ع  �/
از*

          DM =DI: ثابت كنيد 

 

٩x+١٧ 

١٠x-١٠ 

B 

A' 

A 
B' 

٦x+٢٨ 
P 

 ا)�

X+٧ ٨٧x+٥ 
P ٢x 

 ب

D I 

A 

N O 

M 
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M = ½ DA                            M=N                                             

N =1/2 DA                            N = I  

 

  : 8تمرين  

BL = ER 

  BE || LR    :   ثابت كنيد 

             

 B1  = ½ ER 

R2 = ½ BL  

  

  : 9تمرين 

AC = AB 

ADC الساقينمتساوي. 

 

 

A1 = ½ AD 

B = ½ AD 

AC = AB                              B = C 

  .الساقين است متساوي ADCپس مثلث 

  

M=I 

DMI ا)/�0�1   #
/�و-  

DI = DM 

B E 

L R 

O 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

B١ = R٢ BL || ER 

 ��21 345 67!

 �:8ط #8از-

١ 

B 

D 

O 

C 

A 

 A١ = B 

A١ = C 
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  ).كنيمبراي اثبات روابط طولي از تشابه استفاده مي: ( روابط طولي در دايره 

  

  :را رسم كنيم آنگاه  'BBو  'AAوترهاي  cي درون دايره Mي اگر از نقطه:  1قضيه 

AM . MA' = BM . MB' 

  :داريم  'MAB,MA'Bهاي براي مثلث كنيموصل مي 'Bرا به  'A و Bرا به  A: برهان 

  

                                          

                                          

                               M1 = M2 

                               A' = B 

                               A' = 1/2AB' 

                               B = 1/2B'A 

  

  متقاطع باشند كه داشته باشيم  Mي در نقطهطوري كه  'BBو 'AAهاي خطاگر پاره: عكس قضيه 

MA . MA' = MB . MB'   آنگاه نقاطA,A',B,B'  اندروي يك دايره.  

 MA . MA' = MB . MB ':فرض 

  .روي يك دايره است A,A',B,B نقاط:  حكم 

A 

B 

B' 

A' 

M 
٢ ١ 

MAB ~ MA'B'              
��

��′
=

��

��′
 

�� .��′ = �� . MB' 

B' A 

M 

B 
A" 

A' 
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نگذرد در اين  'Aي كنيم اين دايره از نقطهكنيم،فرض ميرا رسم مي 'ABBي محيطي مثلث دايره: برهان 

 .كندقطع مي "Aي را در نقطه 'MAخط صورت اين دايره پاره

                

  MA .MA" = MB .MB' 

 MA .MA' = MB . MB' 

A',A"  اندبر هم منطبق                 .MA" = MA' 

  

متقاطع باشند، ثابت كنيد  c يواقع در خارج دايره Mي در نقطه 'BB و 'AAاگر وترهاي :  2قضيه 

  :ي جدا شده از ديگري ي جدا شده از يكي برابر است با حاصلضرب دو قطعهحاصلضرب در قطعه

AA' ∩BB' ={ M }           

MA .MA' = MB . MB'   

   

 :داريم   'MAB, MA'Bهاي كنيم براي مثلثوصل مي 'B را به 'A و Bرا به A: برهان 

M = M 

A' = B = 1/2AB'  

   

 

-اي رسم كنيم مماس بر دايره واسطهيك مماس و يك قاطع نسبت به دايرهاي خارج از دايره اگر از نقطه: قضيه 

  .دو قطعه آن قاطعي هندسي است بين 

MT2 = MA . MB  

 :داريم   MTB و MTAهاي وصل كرده براي مثلث  A,Bرا به  T: برهان 

MA . MA" = MA .MA' 

��ض 

;4< 

A' 

B 

A 

B' 

M 

MAB ~ MA'B'                  
��

���
=

��

���
 

MA . MA' = MB . MB' 

;4< 

١ 

T 

B 
A 

M 
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M = M 

B = T1 = 1/2AT 

 

 

  

      خارج آن باشد و داريم Tيبر يك خط راست واقع ، نقطه M,A,Bكنيم نقاط فرض مي: عكس قضيه 

MT2 = MA . MB  ثابت كنيدMT ي محيطي مثلث بر دايرهTAB مماس است.  

  

 

 

 

بر دايره مماس نباشد  MTكنيم اگروصل مي Tرا به Mكنيم سپس را رسم مي TABي محيطي مثلث دايره

  . آنرا قطع خواهد نمود  'Tاي مانند در نقطه

 MT'  . MT = MA . MB  

MT2 = MA . MB  

  

  

  

MTA ~ MTB                  
��

��
=

��

��
 

MT٢ = MA . MB 

T   T' 

M 

A 
B 

MT' . MT = MT٢                  MT' = MT 

MT' = MT T , T' اندبر هم منطبق  
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  :را محاسبه كنيد  x,yدر شكل زير : مثال 

  

  

 

  

  MA2 = MB . MC     

4×x = 2×10 

X = 5 

6
2 = y(y+4+x)                 36 = y(y+4+5)         y(y+9) = 36 

Y2 + 9y – 36 = 0             (y-3)(y+12) = 0         y=3      y= -12    

 

 

  :را محاسبه كنيد  ABباشد طول DM = 4 و   CM = 2و ABوسط  Mاگر: مثال 

     MA  =  MB:است  ABوسط  Mچون 

                                                                             MA . MB =MC .MD 

                                                                            MA2 = 2×4 

                                                                           MA = 2√2 

                                                                          AB = 2MA = 2×2√2 = 4√2 

 

M 

٦ 

A 

C 
٢ 

٤ 
١٠ 

x 
B y 

 غ ق ق

A 

C 

D B 

M 

٤ 

٢ 

AB = ٢AM = ٢MB 
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  :را بيابيد   x,yباشد مقدار    CD = 8 , AM = 3 , MB = 4اگر :  مثال 

  

 

CD = x + y                          x+y =8 = S 

CM . MD = AM . MB        xy = 12 = P 

X2 – 8X +12 = 0                             (x-6)(x-2) = 0 

           X=6           y=2 

           X=2          y=6 

 Pيهاي دورترين و نزديكترين نقاط دايره به نقطهاند اگر فاصلهخارج آن مفروض p يو نقطه Cي دايره: مثال 

  :بر آن رسم شده پيدا كنيد  Pي شعاع و طول مماس كه از باشد، اندازه 9و 16به ترتيب 

    2R=دورترين فاصله  –نزديكترين فاصله 

                                                                                     PB = 9 

                                                                                     PA = 16 

                                                                 2R = AB = PA – PB = 16-9=7 

                                                                2R=AB           2R = 7            R = 3/5 

                                                                PT2 = PB×PA      PT2=9×16     PT = 12  

  

  كدام است ؟ OPي است اندازه PAدو برابر  PTو طول مماس  3رو شعاع دايره در شكل روبه: مثال 

A 
D 

x 

٣ y 

٤ 

C B 

M 

T 

P 
B 

٩ 

١٦ 

A 
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1( 4 

2( 5 

3( 6 

4( 7 

 

PT2 = PA . PB                                  PT = 2 PA 

(2PA)2 = PA .(PA+6)                      AB = 3+3 = 6 

4 PA2 = PA2 + 6PA                           3PA2- 6PA=0         3PA(PA – 2)=0 

PA = 0 

PA = 2  

 

 

  ؟باشد ، شعاع دايره كدام است   PH = 3و  BH = 1قطر دايره  و  ABاگر : مثال 

٣ )١ 
٥ )٢ 
٨ )٣ 
١٠ )٤ 

  

  .كنددانيم قطر عمود بر وتر آن را نصف ميمي: حل  

  

PH = PQ = 3 

AH . HB = PH . HQ          AH × 1 = 3 × 3 

P 
A 

B 
O 

٣ ٣ 

T 

OP = OA + PA = ٥ = ٢+٣ 

A 

Q 

B 

P 

H 

٣ 

١ ٠ 
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AH = 9 

AB = AH + 1 = 9  + 1 = 10                           AB = 2 R  

                                                                    10 = 2 R                      R = 5 

 

  : 87صفحه  2تمرين 

IN = IE              

IS = ID               

     

      ID . IE = IS . IN            ID = IS 

 

  : 87صفحه  3تمرين 

  

 ABE ~ ADC)        الف 

   AD :    نيمساز 

          A1 = A2  

         E = C = AB/2  

 

     AB . AC = AD . AE)ب 

ADC ~ AEB                       
��

��
=

��

�	
  

  

?��� @��A 

I 

S D 

E N 

٢ ١ 

A 

B 

E 

C D 

ADC  ~ AEB 

AD . AE = AB . AC 
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  AB . AC – BD . DC = AD٢)پ

AD . AE = AB . AC   

 

(AD + DE ) . AD = AB . AC 

AD٢ + DE . AD = AB . AC 

AD٢ = AB . AC – AD .DE                  ١ 

AD .DE = BD . DC                             ٢ 

١,٢         AD٢ = AB . AC – BD .DC  

 

  مماس مشترك دو دايره

  .خطي است كه بر هر دو دايره مماس باشد

 .گوينددو دايره مي اگر دو دايره در يك طرف خط مماس باشند آن خط را مماس مشترك خارجي )1

 .گويندماس مشترك داخلي دو دايره مياگر دو دايره در طرفين خط مماس باشند آن خط را م )2

   

  

  

  

  

  

  

  

(AD + DE ) 

O' O مماس مشترك خارجي دو دايره 

داخلي دو دايره مشترك مماس  
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  :رسم مماس مشترك خارجي دو دايره

گيريم براي رسم مماس مشترك خارجي در نظر مي 'R > Rبا فرض  c'(O' , R')و  c(O , R)دو دايره  

كنيم خطي مماس بر آن رسم مي 'Oي كنيم از نقطهاي رسم ميدايره 'R - R و شعاع  Oآنها ابتدا به مركز 

قطع  Tي را در نقطه  c يدهيم تا دايرهوصل كرده امتداد مي Hرا به Oآن را قطع كند  Hي تا در نقطه

  .جواب مسئله است 'TTقطع كند  'Tي را در نقطه 'cي كنيم تا دايرهرسم مي O'Hخطي موازي  Tاز. كند

  :آيد ي زير بدست ميطول مماس مشترك خارجي دو دايره از رابطه: نكته 

 ��′ = �	2 − (
 − 
�)2 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  :رسم مماس مشترك داخلي دو دايره 

d = ي بين فاصلهOO'  

  المركزينطول خط

  Rشعاع دايره

 R - R' (c)شعاع دايره 

(c') 

o' o 

H 

T 

T' 

 'Rشعاع دايره 
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گيريم براي رسم مماس مشترك داخلي آنها در نظر مي 'R > Rبا فرض  c'(O' , R')و  c(O , R)دو دايره 

را به آن وارد  O'Hمماس  'Oي سپس از نقطه. كنيماي رسم ميدايره 'R + R و شعاع  Oابتدا به مركز 

- رسم مي O'Hخطي موازي  Tاز. قطع كند Tي را در نقطه  c يكنيم تا دايرهوصل مي Oرا به  Hكنيم مي

  .جواب مسئله است 'TTقطع كند  'Tي را در نقطه 'cي كنيم تا دايره

′��:  آيد ي زير بدست ميطول مماس مشترك داخلي دو دايره از رابطه: نكته  = �	2 − (
 + 
�)2  

  ي متخارج چند مماس مشترك دارند ؟دو دايره: 1مثال 

  .دو مماس مشترك داخلي و دو مماس مشترك خارجي: حل 

  

  

  ي متقاطع چند مماس مشترك دارند ؟دو دايره: 2مثال 

     .فقط دو مماس مشترك خارجي: حل 

   

  

  

  ي مماس داخلي چند مماس مشترك دارند ؟دو دايره: 3مثال 

  .فقط يك مماس مشترك خارجي:  حل

  

  

  المركزين آنها عمود است ؟مماس مشترك داخلي كدام دو دايره بر خط: 4مثال 

  ).دو دايره مماس خارجي( مماس خارجي : حل 
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باشد  12المركزين آنها اگر طول خط. باشدمي 19برابر  'O يو شعاع دايره 7برابر  Oيشعاع دايره:  5مثال 

  دايره چند مماس مشترك دارند ؟اين دو 

d=12                                                                   d= R + R'    

R -R' = 19 – 7 = 12                                             d = R - R' 

d=R-R'    

  

متر باشد ،مطلوب سانتي 8ي مراكز آنها اگر فاصله. اندمتر مفروضسانتي 4و3هاي به شعاع دو دايره:  6مثال 

  .هاي مشترك داخلي آنهااست طول مماس

  : حل 

 d=8 

R+R' = 7 

��′ = �	2 − (
 + 
�)2 = √82 − 72 = √64 − 49 = √15     

  

  :اند طول مماس مشترك خارجي آنها را پيدا كنيد مماس خارجي 4و2هاي دايره به شعاع دو:  7مثال 

D=R+R' = 2+4=6 

و طول مماس مشترك  13المركزين آنها اند اگر طول خطمفروض Rو 6هاي دو دايره به شعاع:  8مثال 

  :را پيدا كنيد  Rباشد  12خارجي آنها 


�E ��رD  دارB? و ١F# دا��  ٢#��س E�
F# س��#  

 Dس ��ر��# Hدو دا�� 

 دو دا��H #��س دا��  
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12
2 = 13

2 – (R-6)2                     144 = 169-(R-6)2                        (R-6)2 = 25 

R – 6 = ±٥                        R-٥ = ٦            R = ١١        R = ١   

                                        R-٥- =٦   

ي باشد اندازه 2√4اگر طول مماس مشترك داخلي آنها . اندمتخارج 5ي مساوي به شعاع دو دايره: مثال 

  المركزين چقدر است ؟خط

��� = �	٢ − 

 + 
�٦√٤                �٢ = �	٢ − 
٥ + ٥�٢ 

(٢√٤)٢ = 	٢ − ١٠٢                        d٩٦+١٠٠ = ٢               d= ١٤   

 

  

  .اندازه مماس مشترك خارجي آنها را بيابيد. اندمماس برون 4و  9دو دايره به شعاع : تمرين 

R= 9                                      d=R+R' = 9+4 = 13 

R'= 4                     ��� = �	٢ − 

 − 
��٢ = �١٣
٢

− (٩ − ٢(٤ 

                              TT' = √١٦٩ − ٢٥ = √١٤٤ = ١٢    

  

 13المركزين و خط 3و  8را چنان بيابيد كه اندازه مماس مشترك خارجي دو دايره به شعاع  aمقدار : تمرين 

  .باشد  5a-3برابر 

R= 8 

R' = 3                                   ��� = �	٢ − 

 − 
��٢ 

  #���  ��ون
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d=13                                   5a-3 =�132 − 
8 − 3�2 

TT'= 5a-3                           5a-3 =√169 − 25 = √144 

                                            5a-3 = 12       5a=15         a=3 

  .المركزين ناهمرسندمماس مشترك خارجي و طول خط: نكته 

  .همرسندالمركزين مماس مشترك داخلي و طول خط: نكته

طول مماس مشترك . متر استسانتي 6و برابر  4و  3المركزين دو دايره متقاطع به شعاع طول خط: تمرين 

  .خارجي را بيابيد

R = 4 

R' = 3                                ��� = �	٢ − 

 − 
��٢ 

d=6                                    ��′ = �62 − (4 − 3)2 = √36 − 1 = √35 

-و خط 2و  8هاي ي مماس مشترك خارجي دو دايره به شعاعرا چنان بيابيد كه اندازه aمقدار : تمرين 

  .سپس تعيين كنيد اين دو دايره چند مماس مشترك داخلي دارند. باشد 3a-1برابر  d =10المركزين

R=8 

R' = 2                           ��� = �	٢ − 

 − 
��٢ 

d=10                             3a-1 =�102 − (8 − 2)2 = √100 − 36 = √64 = 8 

TT' = 3a-1                  3a-1 = 8                       a= 3 

 

                       R+R' = ١٠ = ٢+٨ = d 

                               d = R+R'   س ��ون��#?Bا  


�E دا�� F# س��# I�  
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ي مماس مشترك اند اگر اندازهمفروض 2x+1المركزين برابر متر و خطسانتي 7و2دو دايره به شعاع : تمرين 

  :را بيابيد  xباشد مقدار  2xخارجي آنها 

R = 7 

R' =2                          ��� = �	٢ − 

 − 
��٢ 

d=2x+1                      2x =�
2� + 1�2 − 
7 − 2�2 

TT' = 2x                    2x=√4�2 + 4� + 1 − 25 

                                   4x2 = 4x2 + 4x+1-25                          x=6 

 

ي مماس مشترك را طوري بيابيد كه اندازه xاند مقدار متر مماس برونسانتي 9و  4شعاع دو دايره به : تمرين 

  .باشد 2x-2خارجي آنها برابر 

R = 9                                          d= R+R' = 9+4 = 13 

R' = 4                          ��� = �	٢ − 

 − 
��٢ 

TT' = 2x – 2                 
2� − 2�2 = �132 − 
9 − 4�2 

                                    (2� − 2)2 = √169 − 25 = √144 = 12 

                                                             X= 7 

  

 

 #��س ��ون
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ي وتري از دايره بزرگتر را كه بر دايره كوچكتر متر است اندازهسانتي 3و5شعاع دو دايره هم مركز : تمرين 

  :مماس است بيابيد 

                                                      AM 2
+3

2 = 52                 AM = 4 

                                                     AB = 2AM = 2×4 = 8 

 

 

     

  :را بيابيد  Zو tدر شكل زير : تمرين 

  

 ) الف

 t2= 3 (3+12+Z) 

12 Z = 9 × ١٦              Z = ١٢ 

t2= 3 (3+12+12) = 3 × ٨١ = ٢٧                            t=٩ 

  

  

  ) ب 

 

4
2 = z (Z+ 3+3) 

16 = Z(Z+6)               Z2 + 6Z -16 = 0               (Z-2)(Z+8) = 0 

                                                                              

A 

M 

٥ 

٣ 
o 

B 

٣ 

t 

١٢ 
١٦ 

٩ z 

o 

٤ 

z ١ ٢ o 
٣ 

t 

كنددانيم قطر عمود بر وتر آنرا نصف ميمي  
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                                                                               Z = 2 

                                                                              Z = -8  

t × t = 2 × ٤                   t٨ = ٢         t= ٢√٢  

  

  :را بيابيد  x,yبا توجه به شكل مقادير : تمرين 

  

 )الف 

8
2 = y (y+x+2) 

2×x = 4×5                                    2x=20                     x= 10 

8
2 = y(y+10+2)                              64=y2 + 12y 

Y2 + 12y-64 = 0                          (y+16)(y-4)=0          y=4 

                                                                                   Y =-16  

  

  )ب 

  

  

X٢ = ٢(٢+x) 

X٢-٢X -٠ = ٤          ∆=b٤-٢ac = (-٢)٢٠ = ١٦+ ٤ =(٤-)(١)٤ – ٢ 

 

 ق ق

 غ ق ق

y x ٤ 

٥ 

٢ 

٨ 

 غ ق ق

 ق ق

x 

x 

٢ 
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  1+√5 

  1-√5 

 

                                    CB=2x بر دايره مماس است اگر ATعمود است و  ABبر وتر  CDدر شكل مقابل قطر : تمرين 

AD = 3x+10   وTAB = y°  آنگاهx,y  را بيابيد:  

  

  

Y=1/2(2x+2x) 

Y=2x 

2x+2x+3x+10+3x+10 = 360                      10x+20=360       x=34 

                                                                                         Y=2×34=68 

  

  :را بيابيد  xمقدار : تمرين 

 )الف 

                                                               4(4+x)=3(3+5) 

                                                               16+4x=24 

                                                                    X=2 

  

  )ب

 ق ق

 غ ق ق

٣x+١٠ 

D 

B 
A 

٢x 
C ٢x 

y 

T 

٣x+١٠ 

x ٤ 

٣ 

٥ 

A 
١٠٠ 

B 

C 
x 

٧٠ 
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AB + BC + AC = 360                                100+ BC + 70 = 360 

BC = 360 – 100 – 70                              BC = 190 

X = ½ BC = ½ × 190                                 x=95 

 

 

  :را بيابيد    z , tدر شكل زير مقدار : تمرين 

  

 

70 = ½ (Z+t)                                  140 = Z + t 

50 = ½ (Z-t)                                    100 = Z – t 

                                                      240 = 2Z 

                                                        Z = 120 

                                                       t = 20 

 

 

 

  

6x + 28 = ½ ( 9x + 17+10x – 10 ) 

Z ٧٠ 
٥٠ 

t 

١٠x-٦ ١٠x+٢٨ 

٩x+١٧ 
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12x + 56 = 19x + 7                           7x = 49              x=7 

 

 

  

  

              

                                           

62 = ½ (y – x)                                         124 = y - x 

110 = ½ (y + x)                                        220 = y + x 

                                                                364 = 2 y 

                                                                 Y = 182 

                                                                 X = 38 

 

  :را بيابيد  x,yمقدارهاي : تمرين 

                                                                        

                                         

 

20 = ½ (x – y)                                             40 = x – y                            x = 100 

80 = ½ (x + y)                                            160 = x + y                           y=60 

                                                                    200 = 2x 

M 

P 

٦٢ 

Q 

y 
١١٠ 

X 

B 

A 

o 

D 

٢٠ 
y 

E 

B 

C 

X ٨٠ 

١٠٠ 
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