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  نگاشت

فقط و فقط با يك عضو  Aتناظر بين اين دو مجموعه است به طوري كه هر عضو مجموعه  Bدر Aنگاشت از 

  .متناظر شده باشد Bمجموعه 

  .متناظر باشد Aممكن است با بيش از يك عضو  Bطبق اين تعريف هر عضو : توجه 

  

تصوير  فقط Bتصوير شده باشد و هر عضو مجموعه  Bبر يك عضو مجموعه  Aاگر هر عضو مجموعه  )1

 .گويندباشد نگاشت را يك به يك مي Aيك عضو از مجموعه 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

گوييم نگاشت پوشا نباشد مي Aباشد كه تصوير هيچ عضو از مجموعه   Bياگر عضوي در مجموعه )2

  b2مانند . نيست
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تصوير شده باشد نگاشت وجود  Bبر بيش از يك عضو از مجموعه باشد كه  Aاگر عضوي در مجموعه  )3

 .ندارد

 
 
 
 
 
 
 

باشد نگاشت يك به يك  Aي باشد كه تصوير بيش از يك عنصر مجموعه Bاگر عنصري در مجموعه  )4

 .نخواهد بود

 
 
 
 
 
 
 
 

  :تعريف تبديل 

در تبديل هر نقطه در صفحه تصوير يك نقطه از آن صفحه . صفحه به روي خودش است نگاشتي يك به يك از

  .باشدبوده و هيچ دو نقطه داراي يك تصوير نمي

  

  انواع تبديل

  تجانس –دوران  –بازتاب  –انتقال 
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  : تعريف ايزومتري 

  .ماند ي بين نقاط ثابت ميتبديلي است كه در آن فاصله

  .هرگاه شكل توسط يك ايزومتري نگاشت شود تصوير شكل با شكل اصلي همنهشت است   :نكته 

  

  آنگاه     T(x , y) = (x+1 , 3y)اگر : مثال 

  .را تحت تبديل فوق بيابيد (5 , 2)ي نقطهتصوير ) الف 

 .اي است تصوير چه نقطه (9 , 4)ي معلوم كنيد نقطه) ب 

  

          T (2 , 5) = (2+1 , 3×5) = (3 , 15) 

          T(x , y) = (4 , 9)                (x+1 , 3y) = (4 , 9) 

          x+1 = 4              x=3 

          3y = 9                 y=3 

 

  

 

 

 

 

 

 

 ( الف

 ( ب

 (3, 3)نقطه  
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 و  'T(B) = B و   'T(A) = A اند اگر مفروض  B(-2 , -1) و  A(1 , 4)نقطه هاي : مثال 

T(x , y) = (2x , y-1) ي باشند فاصلهA'B' كدام است ؟  

1( √٦١ 
2( √٥١ 
3( √١٥ 
4( √١٦ 

A' = T(1 , 4) = (2 , 3) 

B' = T(-2 , -1) = (-4 , -2)                    �′�′ = �(2 + 4)2 + (3 + 2)2= √61 

 

 رئوس يك مثلث باشند و داشته باشيم  R(5 , -1)و   Q(3 , -1) و  P(5 , -3)اگر : مثال 

R(x , y) = (-y , x)  در اين صورتP'+Q'+R'   ام ا�� ؟
�  

1( (١١ , ١) 
2( (١٣ , ٥) 
3( (١١ , ٢) 
4( (١٣ , ٢) 

P'=R(٢- , ٥) = (٥ , ٣) 

Q'=R(١- , ٣) = (٣ , ١) 

R' = R(١- , ٥) = (٥ ,١) 

P' + O' + R' = (٥+٣+٥ , ١+١+٣) = (١٣ ,٥) 
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  :را در نظر بگيريد  R(x , y) = (x2 – 1 , y+2)ي نگاشت با ضابطه: مثال 

  .را تحت اين نگاشت بدست آوريد  (0 , 0)و  (4 , 1-)تصوير نقاط ) الف

  .اي است تصوير چه نقطه  (5 , 3)ينقطه) ب

  آيا نگاشت فوق تبديل است ؟چرا ؟) ج

  

  )الف 

R(-1 , 4) = ((-1)2 – 1 , 4+2) = (0 , 6) 

R(0 , 0) = (02 -1 , 0+2) = (-1 , 2) 

  )ب

R(x , y) = (x2-1 , y+2) = (3 , 5) 

x2
-1 = 3              x= ±2 

y+2 = 5               y= 3 

R(2 , 3) = (3 , 5)                             R(-2 , 3) = (3 , 5) 

  .باشدتصوير دو نقطه از صفحه مي  (5 , 3)ينگاشت فوق تبديل نيست ، زيرا نقطه) ج

  

  ؟كدام نگاشت يك تبديل است : مثال 

١( T(x , y) = (x2 , y2) 

٢( T(x , y) = (x3 , y3) 

٣( T(x , y) = (x , x)   
٤( T(x , y) = (x4 , y4)  



 ا�
�د ������ن
 

٦ 

 

  .اي استتصوير چه نقطه (9 , 4)ييك تبديل باشد، آنگاه نقطه T(x , y) = (x+1 , -3y)اگر : مثال 

T(x , y) = (4 , 9)                  (x+1 , -3y) = (4 , 9) 

x+1 = 4          x=3                   

-3y= 9            y= -3 

 

  :انتقال 

 

  

   

  

  

  

  )تبديلي است (نگاشتي يك به يك از صفحه به روي خودش است : تعريف 

  .كندجا ميجابه Vي بردار در صفحه را در امتداد، هم جهت و به اندازه  Aكه هر نقطه مانند

  

  :ي انتقال ضابطه

T(x , y) = (x+h , y+k) 

 

 

 

    (3 , 3) :نقطه   

A'( x+h , y+k) 

A(x , y) 

V(h ,k) 

 بردار انتقال
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  :را در نظر بگيريد   B(-1 , 2)و A(1 , -2)و نقاط   T(x , y) = (x-2 , y+1)نگاشت انتقال  :مثال 

  .بناميد 'Bو 'Aرا تحت انتقال فوق بدست آوريد و Bو  Aهاي تصوير نقطه) الف

A' = T(1 , -2) = (-1 , -1)                                B'=T(-1 , 2) = (-3 , 3) 

و  'AAو طول بردارهاي  كند را بدست آوريدوصل مي 'B را به Bو  'Aرا به   Aبردارهايي كهمختصات ) ب

BB'  را محاسبه كنيد: 

��′ = ���
� − ��

��� − ��� = �−1 − 1
−1 + 2

	 = �−2
1
	 

��� = ���
� − ��

��� − ��� = �−3 + 1
3 − 2

	 = �−2
1
	 

��� = �
−1 − 1�2 + 
−1 + 2�2 = √4 + 1 = √5 

��� = �
−3 + 1�2 + 
3 − 2�2 = √4 + 1= √5 

  :را بدست آوريد و با هم مقايسه كنيد  'A'Bو  ABطول پاره خط هاي ) ج

�� = �(1 + 1)2 + (−2 − 2)2 = √4 + 16 = √20 = 2√5 

���� = �
−3 + 1�2 + 
3 + 1�2 = √20 = 2√5 

AB = A'B'  

  

را  Aي انتقال و مختصات تصوير دهيم ضابطهانتقال مي  V(3 , 1)سنگ برداررا هم  A(2 , -3)ينقطه: مثال 

  :تحت اين انتقال پيدا كنيد 

T(x , y) = (x+3 , y+1) 

A' = T(2 , -3) = (5 , -2) 

 

  تبديل ايزومتري است
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  :هاي انتقال ويژگي

 .انتقال ايزومتري است )1

 .كندانتقال شيب را حفظ مي )2

 .هاي مساوي و جهت يكسان دارندسازد طولي تصويرش نظير ميبردارهايي كه هر نقطه را به نقطه )3

 

 Aمثلث و تصويرش را تحت انتقال كه .لث اندسه راس يك مث  C(-2 , 2)و B(5 , 4)و  A(-3 , 0): مثال 

  .ي انتقال را بنويسيدكند رسم نموده و ضابطهتصوير مي Bرا به روي 

  

A' = T(-3 , 0) = (5 , 4) 

T(x , y) = (x+8 , y+4) 

B'=T(5 , 4) = (13 , 8) 

C'=T(2 , -2) = (10 , 2) 
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يك خط را تحت يك انتقال بدست آوريم كافي است تصوير دو نقطه از ي تصوير اگر بخواهيم معادله: نكته 

  .ي خط گذرنده از اين دو نقطه را بنويسيمخط را يافته، معادله

  

رسم نموده و  T(x , y) = (x+1 , y-1)ي را در انتقال با ضابطه  2x-3y=6نمودار تصوير خط : مثال 

  .ي آن را بنويسيدمعادله

 

T(x , y) = (x+2 , y-1) 

2x – 3y =6 

X=0    y=-2         A(0 , -2)               A'(2 , -3) 

Y=0    x=3           B(3 , 0)                 B'(5 , -1) 

� �
�
�
� � ���

��� � ���
�

�1 � 3

5 � 2
�

2

3
 

Y+٢/٣ = ١(x-٥)                  ٣y+٢=٣x-١٠ 

                                           ٢x-٢y=١٢ 
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ي رسم كنيد سپس معادله T(x , y) = (x+4 , y-2)و تصويرش را تحت انتقال   2x+y-4=0خط : مثال 

  :خط تصوير را بدست آوريد

X=0       y=4                  A(0 , 4)                     A'(4 , 2) 

Y=0       x=2                  B(2 , 0)                     B'(6 , -2) 

� �
�
�
� � ���

��� � ���
�

�2 � 2

6 � 4
�

�4

2
� �2 

y-yo= m(x-xo)           y-٢- =٢(x-٤)              y-٢- = ٢x+٨         y= -٢x+١٠ 

 

 

 

 

  .تحت سه انتقال تصوير هر خط با خود آن خط موازي است: تذكر 
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  :ي تصوير خط را بدست آوريد ايم معادلهانتقال داده (4 , 2)سنگ بردار را هم  2x-3y=6خط :مثال 

T(x , y) = (x+2 , y+4) 

X=0             y=-2                       A(0 , -2)                    A'(2 , 2) 

Y=0             x=3                         B(3 , 0)                      B'(5 , 4) 

 =
4 − 2

5 − 2
=

2

3
 

y-2 = 2/3 (x-2)                 3y-6=2x-4                 3y=2x+2 

  .در انتقال خط و تصويرش با هم موازي اند
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  :را رسم كنيد  L2و L1ي مختصات دو خط در يك صفحه: مثال 

L1 :      3x-2y-6=0                         L2 :     3x-2y-12=0 

  :باشد را بدست آوريد  L1تصوير  L2ي سه انتقال متفاوت كه تحت آنها ضابطه

L1 :              x=0         y=-3                    A(0 , -3) 

                    y=0         x=2                      B(2 , 0) 

 

L2 :             x=0           y=-6                   C(0 , -6) 

                  y=0           x=4                    D(4 , 0) 

خواهد  L2روي خط   A'( 0+h , -3+k)در اين صورت . باشد L1اي از خط نقطه A(0 , -3)كنيم فرض مي

                                     2(-3+k) = 1- (h+0)3 .كندق ميصد L2ي در معادله 'Aبنابراين مختصات .بود

  3h+6-2k = 12 

  3h – 2k = 6   

h=0          k=-3          T1(x , y)= (x , y-3)  

k=0          h=2          T2(x , y) = (x+2 , y)  

 k=3          h=4          T3(x , y) = (x+4 , y+3) 
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  :بازتاب 

 Lبه طوري كه خط  'Aاي است مانند نقطه Lنسبت به   Aيتصوير نقطه تحت آن بازتاب تبديلي است كه

  .باشد 'AAعمود منصف 

  

 

 

 

 

  

  .گويندرا محور تقارن مي Lخط 

 .استدر صورتي كه نقطه روي خط باشد تصوير آن بر خودش منطبق 

  

  :هاي بازتاب ضابطه

 :   y=0ها يا خط xبازتاب نسبت به محور  )1

D(x , y) = (x , -y) 

 

 :   x=0يا yبازتاب نسبت به محور  )2

D(x , y) = (-x , y) 

  

 :   y=xبازتاب نسبت به نيمساز ربع اول و سوم يا خط )3

D(x , y) = (y , x) 

A 

A' 

y 

X 

L 
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 :  y=-xبازتاب نسبت به نيمساز ربع دوم و چهارم يا خط )4

D(x , y) = (-y , -x) 

 

 :  x=αبازتاب نسبت به خط  )5

D(x , y) = (2α-x , y) 

 

 :  y=βبازتاب نسبت به خط  )6

D(x , y) = (x , 2β-y)  

  

نسبت به نيمساز  B(3 , 4)تصوير  'Bها وxبر محور   A(3 , 0)تصوير 'Aكه  'A'Bخط طول پاره: مثال 

  ربع اول و سوم باشد چقدر است ؟

A' = (3 , 0)                                B' = (4 , 3) 

A'B' = �(3 − 4)2 + (0 − 3)2 = √1 + 9 = √10 

  

  كدام است ؟  y=3x-2yنسبت به خط  A(3 , -2)ي بازتاب نقطه: مثال 

1( A'(3 , -2) 

2( A'(-2 , 3) 

3( A'(1/2 , 1/2) 

4( A'(2 , -3) 

Y=3x-2y              y+2y=3x            3y=3x            y=x 

A(3 , -2)                        A'(-٣ , ٢) 
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 Aاگر تحت يك بازتاب راس . سه راس مثلثي هستند  A(-3 , 8)  ,  B(-5 , 2)  ,  C(-1 , 4): مثال 

  :تصوير نمود  A'(7 , 4)ي روي نقطه

ي مختصات مشخص را تحت همان بازتاب در صفحه ABCمحور تقارن را رسم كرده و تصوير مثلث ) الف

  .كنيد 

  .ي محور تقارن را بنويسيدمعادله) ب

  

 

  

 

 

 

 

 

 

�� =
�� + �

�
�

2
=

−3 + 7

2
= 2 

�� =
�� + �

�
�

2
=

8 + 4

2
= 6 

��� =
�
�
� − ��

��� − �� =
4 − 8

7 + 3
= −

4

10
= −

2

5
 

� = −
1

���

=
5

2
                                 �(2 , 6) 

y - yo= mL (x - xo)               y – 6 = 5/2(x-2) 

                                           2y – 12 = 5x – 10              5x – 2y = -2 

L ر ���رن��	  A 

B 

C A' 

B' 

C' 

AAوسط  ' 
                 :M(٦ , ١) 
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ي محور تقارن را تصوير شده است، معادله (7 , 3)ي روي نقطه  (1- , 3-)يتحت يك بازتاب نقطه: مثال 

  .بنويسيد

�� =
−3 + 3

2
= 0 

�� =
−1 + 7

2
= 3                                                      �(0 , 3) 

� =
−1 − 7

−3 − 3
=

−8

−6
=

4

3 
                                                 = −

1

�
= −

3

4
 

� − 3 = −
3

4

� − 0�                          4� − 12 = −3�                      3� + 4� = 12 
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  :سه راس مثلثي هستند   C(-3 , 1)  ,  B(4 , -2)  ,  A(2 , 10): مثال 

  :رسم كنيد   R(x , y) = (-x , y)ي مثلث و تصوير آن را تحت بازتاب با ضابطه) الف

  :شيب و طول اضلاع بررسي كنيد مثلث و تصوير آن را از نظر ) ب

  :مشخص كنيد  x-2 = 0مختصات تصوير مثلث را تحت بازتاب نسبت به خط ) ج

  :مشخص كنيد  y+1 = 0بازتاب نسبت به خط مختصات و تصوير مثلث را تحت ) د

A' =R(2 , 10) = (-2 , 10) 

B' =R(4 , -2) = (-4 , -2) 

C' =R(-3 , 1) = (3 , 1) 
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�� = �(4 − 2)2 + (−2 − 10)2 = √4 + 144 = √148 

�′�′ = �(−4 + 2)2 + (−2 − 10)2 = √4 + 144 = √148 

AB = A'B'                                                    بازتاب ايزومتري است.  

�� =
10 + 2

2 − 4
= −6 

���� =
10 + 2

−2 + 4
= 6 

��  ≠ ���� 

 (ج

 x-2 = 0                  x=2 

R(x , y) = (2α-x , y) = (4-x , y) 

A" = R(2 , 10) = (2 , 10) 

B" = R(4 , -2) = (0 , -2) 

C" = R(-3 , 1) = (7 , 1) 

 (د

Y+1=0            y=-1                 

  R(x , y) = (x , 2β-y) = (x , -2-y) 

A" 1 = R(2 , 10) = (2 , -12) 

B"1 = R(4 ,-2) = (4 , 0) 

C"1 = R(-3 , 1) = (-3 , -3) 

 (ب

  كندشيب را حفظ نمي
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  : ويژگي هاي بازتاب 

 .بازتاب ايزومتري است )1

 .كندبازتاب شيب را الزاما حفظ نمي )2

 .داردبازتاب جهت شكل را ثابت نگه نمي )3

  

  :سه راس يك مثلث اند   C(-1 , 3)  ,  B(2 , 4)  ,  A(1 , -1): مثال 

  :رسم كنيد  f(x , y) = (-x+4 , y)مثلث و تصويرش را تحت تبديل ) الف

  :را توصيف كنيد  fتبديل ) ب

A' = f(1 , -1) = (3 , -1) 

B' = f(2 , 4) = (2 , 4) 

C' = f(-1 , 3) = (5 , 3) 
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AA'  وسط  M(2 , -1) 

BB'  وسط  N(2 , 4)                  x=2        محور تقارن 

CC'  وسط  E(2 , 3) 

 :برابر اند پس  Eو    M  ,  Nدر اين حالت طول 

 

 

 

راس هاي يك مثلث اند ،مثلث و تصويرش را تحت تبديل   C(-1 , 3)  ,  B(2 , 4)  ,  A(1 , -1):مثال 

R(x , y) = (x , -y+6)   رسم كرده  و تبديلR را توصيف كنيد.  

A' = R(1 , -1) = (1, 7) 

B' = R(2 , 4) = (2 , 2) 

C' = R(-1 , 3) = (-1 , 3) 

  .برابر اند M, N , Eدر اين حالت عرض 

AA' وسط     M(1 , 3) 

BB'  وسط  N(2 , 3) 

CC'  وسط  E(-1 , 3) 

اين بوده بنابر y=3كند به صورت خط ي تصويرش وصل ميي خطي كه وسطهاي هر نقطه را به نقطهمعادله

  . y=3بازتاب است نسبت به خط يك  Rتوان گفت تبديل مي
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                             سه راس يك مثلث اند،مثلث و تصويرش را تحت تبديل   C(7 , 4)  ,  B(4 , -1)  ,  A(2 , 3): مثال 

T(x , y) = (-y-1 , -x-1)  رسم كرده و تبديلT  را توصيف كنيد:  

A' = T(2 , 3) = (-4 , -3) 

B' = T(4 , -1) = (0 , -5) 

C' = T(7 , 4) = (-5 , -8) 

AA'  وسط   M(-1 , 0) 

BB'  وسط   N(2 , -3) 

CC'  وسط   E(1 , -2) 

  :نويسيم را مي MNابتدا معادله خط 

�� =
−3 − 0

2 + 1
= −1 

� − �� = 
� − ���                     � − 0 = −1
� + 1�           � = −� − 1 

  :دهيم را در معادله قرار مي Eي مختصات نقطه

E(1 , -2)       -2 = -1 -1             -2 = -2 

  .  y = -x -1توان گفت تبديل فوق يك بازتاب است نسبت به خط مي

  

  

  

  

  



 ا�
�د ������ن
 

٢٢ 

 

  :بازتاب مركزي 

 'Aاي است مانند در صفحه نقطه Aتبديلي است كه تحت آن تصوير هر نقطه مانند  Pي بازتاب نسبت به نقطه

  .باشد  'PA = PAبر يك استقامت بوده و   A'  ,  P  ,  Aبه طوري كه نقاط 

  

 

  

  

  

  :ي بازتاب مركزي ضابطه    

 بازتاب نسبت به مبدا مختصات  )1

D(x , y) = (-x , -y) 

    

  W(α , β)يبازتاب نسبت به نقطه )2

D (x , y) = (2α-x , 2β-y) 

  

  :كنيم يك بازتاب به صورت زير عمل ميي نصوير يك خط تحت براي نوشتن معادله: نكته

 .كنيممختصات دو نقطه از خط را پيدا مي )1

 .كنيمتصوير اين نقاط را پيدا مي )2

 .نويسيمي گذرنده از اين دو نقطه را ميمعادله )3

  

A 

P 

A' 

y 

x 
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بدست آورده سپس آنها را  y = -xرا تحت بازتاب نسبت به خط   y = x+5ي تصوير خط معادله: مثال 

 :رسم كنيد 

X = 0                      y = 0                      A(0 , 5)                A'(-5 , 0) 

X = 1                      y = 6                      B(1 , 6)                 B'(-6 , -1) 

R(x , y) = (-y , -x) 

����� �
0 � 1

�5 � 6
� 1                     � � 0 � 1�� � 5	                 � � � � 5 

 

  

  

  

  

  

  

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

-8 -6 -4 -2 0 2 4

A'

B'

A
B



 ا�
�د ������ن
 

٢٤ 

 

  .بدست آوريد  T(x , y) = (-x+3 , y)تحت تبديل    y-2x-3 = 0ي تصوير خط معادله: مثال 

X = 0              y = 3                                  A(0 , 3)                A'(3 , 3) 

X = 1              y = 5                                  B(1 , 5)                B'(2 , 5) 

���� =
5 − 3

2 − 3
=

2

−1
= −2 

� − 3 = −2
� − 3�          � = −2� + 9                       � + 2� − 9 = 0 

 

ي محور تقارن را پيدا تصوير شده است معادله  x+y+3=0برخط   x+y-3=0تحت يك بازتاب خط : مثال 

  .كنيد

L1 :   x+y-3 = 0 

L2 :  x+y+3 = 0 

 

ي يكسان از آن دو خط واقع براي دو خط موازي محور تقارن خطي است كه موازي با آنها و به فاصله: نكته 

  .شده باشد 

  

  

 

 

 

 

 

 

� + � +
−٣ + ٣

٢
= ٠                 � + � = ٠                � = −� 

  محور تقارن

�� + �� +
� + �′

٢
= ٠ 

�١:   �� + �� + � = ٠ 

�
٢
:   �� + �� + �′ = ٠ 
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  :دوران 

از آن صفحه  'Aاي مانند در صفحه را به نقطه Aي تبديلي است كه نقطه αي و زاويه oدوران به مركز 

  :كند به طوري كه طوري نظير مي

 .ماندمركز دوران ثابت مي )1

  AoA' = αو زاويه   'OA = OAباشد آنگاه   oاي غير از نقطه Aاگر  )2

 

  

  

  :ي دوران ضابطه

 .  α = -270يا  α = 90دوران به مركز مبدا مختصات  و زاويه  )1

D(x , y) = (-y , x) 

 

 .  α = -90يا α = 270ي دوران به مركز مبدا مختصات و زاويه )2

D(x , y) = (y , -x) 

 

   α = ±180يو زاويه  oدوران به مركز )3

D(x , y) = (-x , -y) 

 

 .  α = 360يا α =0دوران به مركز مبدا مختصات و زاويه  )4

D(x , y) = (x , y) 

 

A A' 

O 

α 
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  :را در نظر بگيريد   R(x , y) = (-y , x)دوران : مثال 

 .را تحت اين دوران بيابيد   (5 , 1)  ,  (0 , 3)  ,  (7 , 1-)هاي تصوير نقطه )1

 .باشد   (6 , 2)  ,  (3 , .)هايي را بيابيد كه تحت اين دوران تصويرشان نقطه )2

  

A(1 , 5)                      A'(-5 , 1) 

B(3 , 0)                      B'(0 , 3) 

C(-1 , 7)                    C'(-7 , -1) 

 

R(x , y) = (2 , 6)                (-y , x) = (2 , 6)                                             (6 , -2) 

 

R(x , y) = (0 , 3)                (-y , x) = (0 , 3)                                              (3 , 0) 

 

  

  . به دست آوريد  θ = 90 دوران را تحت 2x+y = 1ي تصوير خط معادله: مثال 

R(x , y) = (-y , x) 

X=0                 y=1                    A(0 , 1)                     A'(-٠ , ١) 

Y=3                 x=-1                  B(-1 , 3)                    B'(-3 , -1) 

���� =
−1 − 0

−3 + 1
=

1

2
 

� − �� = 
� − ���               � − 0 =
1

2

� + 1�             2� − � = 1 

X = ٦ 

Y = -٢ 

X = ٣ 

Y = ٠ 
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 .حول مبدا مختصات به دست آوريد α = 270تحت دوران  y = x+5ي تصوير خط معادله :مثال 

R(x , y) = (y , -x) 

X= 0             y = 5                                 A(0 , 5)                   A'(5 , 0) 

X=1              y=6                                   B(1 , 6)                   B'(6 , -1) 

���� =
−1 − 0

6 − 5
= −1 

� − 0 = −1
� − 5�                   � = −� + 5 

 

رئوس يك چهار ضلعي باشند تصوير    D(6 , -3)  ,  C(5 , -5)  ,  B(2 , -5)  ,  A(1 , -1)اگر: مثال 

  :رسم كنيد و بگوييد   T(x , y) = (x+9 , -y)تحت تبديل  آن را

  چرا تبديل يك دوران نيست ؟) الف

  چرا تبديل يك بازتاب نيست ؟) ب

A' = T(1 , -1) = (10 , 1)                       M(11/2 , 0)   وسط  AA'                     )ا��             

B' = T(2 , -5) = (11 , 5)                       N(13/2 , 0)   وسط BB' 

C' = T(5 , -5) = (14 , 5)                       E(19/2 , 0)   وسط  CC' 

D' = T(6 , -3) = (15 , 3)                       F(21/2 , 0) وسط    DD' 

�� = ���2 + ��2 = �12 + (−1)2 = √2 

��′ = ����2 + ���2 = �102 + 12 = √101 

    

�� ≠   . دوران نيست   ′��
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  .  y = 0تبديل فوق يك بازتاب است نسبت به خط   )ب

  شود ؟تصوير مي  B(-2 , 0)ي تحت چه دوراني حول مبدا به نقطه A(1 , √3)ي نقطه: مثال 

1( 120 

2( 150 

3( 60 

4( 210 

  

  

 

tan� =
√3

1
= √3 

θ = 60          α = 120 

 

  

  

  :دوران هاي ويژگي

 .ماندمركز دوران ثابت مي )1

 .دوران ايزومتري است )2

 .كنددوران شيب را حفظ نمي )3

  

  

θ 

A 
√٣ 

١ 

B(-٠ , ٢) 

-٢ 
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  : تجانس 

از آن صفحه  'Aاي مانند در صفحه را به نقطه Aتبديلي است كه هر نقطه مانند  Kو نسبت  oتجانس به مركز 

  :كند كه طوري نظير مي

  .ماندمركز تجانس ثابت مي) الف

                OA' = K . OA:طوري قرار گيرد كه  OAدر امتداد  Aي نقطه) ب

 

  

  

 

 

 

 

  :هاي خاص حالت

 .بوده و تجانس را مستقيم گويند oباشد شكل و تصويرش در يك طرف  K > 0در حالتي كه  )1

 .بوده و تجانس را غير مستقيم گويند oتصويرش در طرفين باشد شكل و  K < 0در حالتي كه  )2

باشد مجانس  K = -1باشد مجانس شكل بر خودش منطبق بوده و در حالتي كه  K = 0در حالتي كه  )3

 .ي آن خواهد بودشكل قرينه

  

  

O 

A' 

A' 

A' 

٠ < k < ١ 
K = ١ 

K >١ 
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  :ي تجانس ضابطه

  .گويند ي يك تجانس ميرا ضابطه  D(x , y) = (kx , ky)ي تبديل با ضابطه

 .گويند تجانس انبساط داردباشد ، تصوير شكل از خودش بزرگتر بوده مي K > 1اگر  )1

 .باشد ، تصوير شكل از خود شكل كوچكتر بوده تجانس انقباض دارد  K < 1 > 0اگر  )2

 .باشد مجانس نقطه بر مركز تجانس واقع خواهد بود K = 0اگر  )3
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  : اند سه راس يك مثلث   C(4 , 2)  ,  B(2 , 2)  ,  A(1 , 5): مثال 

  :رسم كنيد 2با نسبت تجانس  Oمثلث و تصوير آن را نسبت به مركز  )الف

  .از نظر شيب آنها را مقايسه كنيد) ب

  .آنها را مقايسه كنيد، از نظر طول اضلاع و نيز مساحت ) ج

  .مقايسه كنيد Kرا به دست آورده با   OA' / OAنسبت ) د

  دارد يا انقباض؟چرا ؟ اين تجانس انبساط) و

  )الف 

D(x , y) = (2x , 2y) 

A' = D(1 , 5) = (2 , 10) 

B' = D(2 , 2) = (4 , 4) 

C' = D(4 , 2) = (8 , 4) 

 

 

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6 7

C'

A'

B'

A

B C
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  )ب

�	 =
5 − 2

1 − 4
=

3

−3
= −1 

��	� =
10 − 2

2 − 8
=

6

−6
= −1 

                                                                  �	 = .شودشيب حفظ مي                       �	��  

 

) ج  

�� = �
4 − 1�2 + 
2 − 5�2 = √9 + 9 = √18 = 3√2 

���� = �
8 − 2�2 + 
4 − 10�2 = √36 + 36 = 6√2 

�′�′

�� =
6√2

3√2
= 2 = � 

� =
1

2
��.�� =

1

2
× 2 × 3 = 3 

�� =
1

2
����.���� =

1

2
× 4 × 6 = 12 

��

� =
12

3
= 4 = �2

 

)د  

�� = ���2 + ��2 = �12 + 52 = √26 

��′ = ����2 + ���2 = �22 + 102 = √104 = 2√26 

)و   

���

�� =
٢٦√٢

√٢٦
= ٢ 

 .بوده و تصوير از خود شكل بزرگتر است  K = 2تجانس انبساط دارد زيرا 



 ا�
�د ������ن
 

٣٣ 

 

  :هاي تجانسويژگي

 .ماندمركز تجانس ثابت مي )1

 .كندتجانس شيب را حفظ مي )2

 .باشد K = 1شود مگر در حالتي كه ي مساحت حفظ نميخط و اندازهطول پاره )3

 .دهدتغيير مي K2و مساحت را با ضريب  kتجانس طول را با ضريب  )4

 .رسندهم oكنند در مركز هايي كه نقاط متناظر را به هم وصل ميخط )5

  

  .ي حاصل از تبديلات متوالي زير را بنويسيدضابطه: مثال 

 .به مركز مبدامختصات 3تجانس با نسبت  )1

 . 270يدوران حول مبدا با زاويه )2

 .ساز ربع اول و سومبازتاب حول نيم )3

 . (2 , 3-)انتقال با بردار  )4

 

(x , y)                           (3x , 3y)                          (3y , -3x) 

 

(3y , -3x)                                    (-3x , 3y)                             (-3x-3 , 3y+2) 

  .كندتجانس و انتقال شيب را حفظ مي: نكته 

  .كنددوران و بازتاب شيب را حفظ نمي

  

  

  

 270دوران با     K = 3تجانس با

  (2 , 3-)انتقال با   y = xبازتاب بر خط 
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  .به دست آوريد 5را نسبت به مبدا مختصات با نسبت  2x – 3y =3تجانس خط : مثال 

D(x , y) = (5x , 5y) 

Y= 0                  x=2                         A(2 , 0)                      A'(10 , 0) 

Y= 2                  x=5                         B(5 , 0)                      B'(25 , 10) 


�
�
�
� =

10 − 0

25 − 10
=

10

15
=

2

3
                           � − 0 =

2

3

� − 10� 

3� − 2� = −20 

  

سپس . را رسم كنيد  L2 :  3x – 2y =12و   L1 : 3x – 2y =6در يك صفحه مختصات دو خط : مثال 

  .باشد  L1تصوير  L2ي يك تجانس را بنويسيد كه ضابطه

 

              x= 0        y=-3                A(0 , -3) 

              y= 0        x=2                  B(2 , 0) 

              x=0        y=-6                  C(0 , -6) 

              y=0         x=4                   D(4 , 0) 

�� = �02 + 
−3�2 = √9 = 3 

�� = �02 + (−6)2 = √36 = 6 

  .در نظر گرفت K = 2و نسبت  oتوان تجانس به مركز فرض كنيد آنگاه مي Aرا تصوير  Cاگر 

��
OA

=
6

3
= 2 

D(x , y) = (2x , 2y) 

L١ 

L٢ 
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  :هاي يك مثلث هستندراس   C(3 , 0 )  ,  B(0 , -2)  ,  A(2 , 1)نقاط  :مثال 

  .رسم كنيد D(x , y) = (2x , 2y)مثلث و تصويرش را تحت تبديل ) الف

    .مثلث و تصويرش را از نظر طول و شيب با هم مقايسه كنيد) ب

    (الف

 A'(4 , 2)           B'(0 , -4)             C'(6 , 0) 

 

 


  (ب� � ��2 � 0	2 � �1 � 2	2 � √13 


��� � ��4 � 0	2 � �2 � 4	2 � √52 � 2√13 


���


�
�

2√13

√13
� 2 � � 

��� � 1�2

2�0
� 3

2
 

�
�
�
�
� �

2 � 4

4 � 0
�

3

2
                           ��� � �

�
�
�
�         
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  :هاي تبديلات ويژگي 

  :اند ازروند عبارتاصول در اثبات قضايا به كار ميها كه به عنوان اين ويژگي

 .ماندي تحت انتقال، دوران، بازتاب ثابت ميي زاويهخط و اندازهطول پاره )1

ي دوران يافته ، ABتحت . ي ديگري باشدتواند انتقال يافتهاگر دو خط موازي هم باشند هر يك مي )2

 .ي آن دو خطنسبت به عمودمنصف فاصله و بازتاب ديگري باشد 180ي ديگري باشد به زاويه

  

 

 

 

 

 

 

 

حول يك نقطه از آن خط و بازتاب نسبت به  180، دوران  oتواند تحت يك منتقال با بردار سه خط مي )3

 .محور عمود بر آن خط بر خودش تصوير شود

  

 

 

 

 

 

  

١٨٠ 

M 

A 

B 

L١ 

L٢ L١ 

L١ 

 

L٢ 

 
L٢ 

 

Δ 

L'       L L'       L L'       L 

Δ 
١٨٠ O 
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 .كندخط محور تقارن بازتابي است كه ابتدا را به انتها و برعكس تصوير ميعمودمنصف يك پاره )4

  

 

 

 

 

ي بين ساز زاويهنسبت به نيمتواند تصوير ديگري باشد تحت بازتاب اگر دو خط متقاطع باشند هريك ي )5

 .ي بين آن دو خطي ديگري باشد تحت زاويهآنها دو خط دوران يافته

  

 

  

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

A B 

H 

Δ 

L١ 
 ���ر ���رن

L٢ 

٢ ١ 

θ 

L٢ 
o 

L١ 

θ 
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  :الساقين با هم برابراندبا استفاده از بازتاب ثابت كنيد زواياي مجاور به ساقها در مثلث متساوي: قضيه 

  

   

  

  

  

  

 ADقطع كند تحت بازتاب نسبت به خط  Dي را در نقطه BCكنيم تا ضلع را رسم مي Aنيمساز زاويه 

 AB                 AC:                                  شود نتيجه مي

  .خواهد بود B = Cبنابراين    B             Cاست در نتيجه    AB = ACو چون بنا به فزض 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

A 

B 
D C 

٢ ١ 

AB = AC               فرض 

B = C حكم                                 
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با استفاده از انتقال ثابت كنيد اگر خطي مورب دو خط متوازي را قطع نمايد زواياي متناظر مساوي : قضيه 

  .واهند بودهم خ

   

  

  

  

  

را قطع   'L خط  N يكنيم تا در نقطهرا موازي با خط مورب رسم مي Vبردار    Lروي خط  Mياز نقطه

  . كند با هم برابراندي نظيرش تصوير ميدانيم تحت يك انتقال بردارهايي كه هر نقطه را به نقطهمي. نمايد

AA' = BB' = CC' = V 

A          A' 

B          B' 

C          C' 

  .كندي زاويه را حفظ ميانتقال اندازه

  

  

  

  

  

  

A' 

A 
B 

B' 

C' 

C 

N 

M 

L' 

L 

Δ 

L || L'     ,   موربΔ         فرض:  

B = B' :                         حكم    

 

ABC     =    A'B'C' 
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  :با استفاده از دوران ثابت كنيد . الاضلاع هستندمتساوي ECDو  ABCمثلث هاي : مثال 

AFB = 60°       ,    BE = AD 

  

  :توان گفت مي 60ي را مركز دوران در نظر بگيريم تحت دوران با زاويه  cاگر : حل 

  

 

 

 

 

D                   E 

A                   B 

  :كند در نتيجه خط را حفظ ميدانيم دوران طول پارهمي

AD = BE 

بنابراين . ي دوران مساوي استي بين خط و تصويرش تحت يك دوران با زاويهدانيم زاويهاز طرف ديگر مي

  .خواهد بود 60برابر  AFBي يعني زاويه BEو  ADي بين دو خط زاويه

  

  

  

  

  

  

٦٠ 
٦٠ 

A 

B 
F 

C 

E 

D 

AD                   BE 
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يك  ABCDاند با استفاده از دوران ثابت كنيد يكديگر را نصف كرده ABCDقطرهاي چهارضلعي : مثال 

  .الاضلاع استمتوازي

  

 

 

 

شود بر روي خودش تصوير ميهر خط  180دانيم تحت دوران را مركز دوران در نظر بگيريم مي oاگر 

        شود و چون تصوير مي  OAبر OCو  OBبر OD 180ي و زاويه o تحت دوران به مركزبنابراين 

OD = OB  وOC = OA است:  

B              D 

A              C 

 

  .  AD = DCكند بنابراين    خط را حفظ ميچون دوران طول پاره

        B1 = D1                            AB || DC كندي زاويه را حفظ ميچون دوران اندازه

  .الاضلاع استمتوازي  ABCDپس 

  

  

  

  

  

  

C D 

A 
B 

o 

١ 

AD               DC 



 ا�
�د ������ن
 

٤٢ 

 

  : با استفاده از انتقال ثابت كنيد . مساوي و موازي اند   CF , BE , ADهاي پاره خط: مثال 

ABC  ≡  DEF 

  

 

 

 

AD = CF = BE                AD = CF = BE = V 

  :توان نوشت را بردار انتقال در نظر بگيريم مي Vبنابراين اگر 

B          E 

C          F 

A          D 

  .نهشت استتصوير هر شكل با خودش هم زيرا تحت انتقال

  

D A 

B E 

F C 

|| || 

ABC                 DEF             ABC  ≡  DEF 


